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p を素数とする．各整数 r > 0に対し，Φr(T ) = Φ(T0, T1, . . . , Tr) = T
pr
0 +pT
pr−1
1 + · · ·+prTr と
定義し，有理整数環 Z に係数を持つ多項式 Sr(X0, . . . ,Xr, Y0, . . . , Yr) と Pr(X0, . . . ,Xr, Y0, . . . , Yr)
を, それぞれ
Φr(S0(X,Y ), . . . , Sr(X ,Y )) = Φr(X) + Φr(Y ), Φr(P0(X ,Y ), . . . , Pr(X ,Y )) = Φr(X)Φr(Y )
によって帰納的に定義する．A を可換環とし，W (A) = {(a0, a1, . . . ); ai ∈ A} に，加法と乗法をそ
れぞれ a + b = (S0(a, b), S1(a, b), . . . ), a · b = (P0(a, b), P1(a, b), . . . ) によって定義する事によ
り，W (A) は (0, 0, . . . ) を零元，(1, 0, 0, . . . ) を単位元に持つ可換環となる．同様にして，Wn(A) =
{(a0, . . . , an−1); ai ∈ A} も可換環となる. W (A) の元をWitt vector 呼び，Wn(A) の元を長さ n の
Witt vectorと呼ぶ．
1936年に発表された論文 Zyklische Ko¨rper und Algebren der Charakteristik p vom Grad pn の
中で，WittはWitt vectorを導入し，K を標数 p > 0 の体とする時, 体 K の任意の pn 次巡回拡大
体は, 体 K に F (T )− T = a の根を付加する事により得られる事を示した (Artin-Schreier-Witt 理
論). ここで，a ∈ Wn(K)，F は Wn(K) における Frobenius自己準同型写像, − は Wn(K) におけ
る逆演算を表す．
Witt vectorは様々な応用を持つ．例えば，Witt vectorとArtin-Hasse exponential seriesと呼ば
れる形式的べき級数の言葉を用いて，Fp 代数 A 上の加法的群 scheme Ga,A から乗法的群 scheme
Gm,A の A-群準同型のなす群を記述する事ができる. 実際，次のように記述される．U = (U0, U1, . . . )
に対して，
Ep(U ;T ) = exp
⎡⎣∑
n≥0
Φ(U)
pr
T p
r
⎤⎦ ∈ Z(p)[U ][[T ]]
と置く時，対応 a → Ep(a;T ) によって，群の同型
Ker[F : Ŵ (A) → Ŵ (A)] ∼→ HomA−gr(Ga,A,Gm,A)
が得られる．この記述はさらに長さ n のWitt vectorのなす群 scheme Wn,A から Gm,A への A-群準
同型のなす群の記述へと一般化される．
これらの結果を基にし，関口-諏訪は，Witt vectorとArtin-Hasse exponential seriesの言葉を用
いて，いくつかの重要な代数群の拡大の具体的記述を与えた．
本論文は２部構成になっているが，Part Iでは，それらの仕事の流れの中の一つとして，長さ n
のWitt vectorのなす群 scheme Wn の加法的群 schemeと乗法的群 schemeを繋ぐ群 scheme G(µ) に
よる拡大の具体的記述を与えている．
Witt vectorのなす環は，数論幾何においても重要な役割を果たしており，標数 p > 0の体上の代数
多様体の crystalline cohomologyの理論の基礎になっている．crystalline cohomologyはGrothendieck
により導入され，後にWeil cohomologyである事が示されたが, これより，特に，X を有限体 Fq 上
定義された代数多様体とする時，
Z(X/Fq, t) =
P1(t) · · ·P2N−1(t)
P0(t) · · ·P2N (t) , Pi(t) = det(1− Ft;H
i(X))
が従う．ここで，Z(X/Fq, t) は X の Fq 上の合同 zeta函数であり，H i(X) は X の i次の crystalline
cohomology群を表す．
さて，有限体上の代数多様体の合同 zeta函数に興味を移す時，Pi(t) の根を考える事は興味深い
問題である. 特に，X が axm + byn = c によって定義される非特異射影曲線の場合には，対応する根
として Jacobi和が現れる事が Davenport-Hasseによって示されており，さらに，Weilによって, こ
の結果は X が Fermat多様体である場合に一般化されている.
本論文の Part IIでは，Jacobi和を重要な量ととらえ，X が y2 = x12 + a によって定義される非
特異射影曲線の場合に，対応する Jacobi和を決定している．
1. On the extensions of Ŵn by Ĝ(µ) over a Z(p)-algebra
1.1. G と H を群 schemeとする．Ext1(G,H) により，G が H に自明に作用している際の，G の
H による可換な拡大の同値類のなす群を表す事にする. また H20 (G,H) によって，G が H に自明に
作用している際の，G の H に係数を持つ２次のHochschild cohomology群の部分群で，symmetric
な元の集まりを表す事にする. この時，H20 (G,H) は Ext
1(G,H) の部分群で，特に，schemeとして
sectionを持つ G の H による可換な拡大の同値類のなす部分群に対応している.
1.2. 体の上の代数群の拡大の研究は，Weil, RosenlichtそしてChowらによって開拓され，Serreに
よって編纂された. 特に，Serreは，類体論と絡め代数的閉体上でAbel多様体の加法的代数群，或い
は，乗法的代数群による拡大の考察を行った. その後，任意の体上の aﬃne群 schemeの拡大に関す
る研究はDemazure-Gabrielによって完全に成し遂げられた.
可換環 A上で群 schemeを考えると，体上の場合と異なり，乗法的群 schemeから加法的群 scheme
への変形を与える群 scheme G(λ) = SpecZ[T, 1/(1 + λT )] が現れる. ここで，λ ∈ A であり、その演
算は，T → T ⊗ 1 + 1⊗ T + λT ⊗ T によって与えられる. Waterhouseと関口-Oort-諏訪は, 独立に，
群 scheme G(λ) が Kummer理論と Artin-Schreier理論を統一する理論において重要な役割を果たす
事に気づいた. さらに，関口-諏訪は，Kummer理論とArtin-Schreier-Witt理論を統一する理論を構
築する為に, ある良い性質を持った G(λ) の G(µ) による拡大を必要とし, 1980年代の中頃から，環上
の群 scheme, 或いは, 形式的群 schemeの拡大の記述の研究を始めた. それらの仕事の中では, Witt
vectorと Artin-Hasse exponential seriesを変形した Z(p) 係数の形式的冪級数の言葉を用いる事が,
特に重要であった. 群 schemeの場合に，それらの仕事の流れを振り返ると，Ext1(Ga,Gm) そして
Ext1(Wn,Gm) の Fp 代数上での記述から始まり，次に，Z 上で定義された Frobenius自己準同型写
像を用いる事により，Ext1(Wn,Gm) の Z(p) 代数上での記述を行った. 次は方向を変え，初めの組
み合わせの Ga を G(λ) に一般化し，Ext1(G(λ),Gm)，そして，最終的に, Gm を G(µ) に一般化して
Ext1(G(λ),G(µ)) の Z(p) 代数上での記述を行った. 最後の一般化においては，特に，Witt vectorの為
す群 scheme W を変形させた群 scheme W (µ) の構成が重要であった．
この流れを受けて，Part Iでは，群 scheme W (µ) を用いて, Ext1(Wn,Gm) の記述に関する結果
を一般化し，Ext1(Wn,G(µ)) の具体的記述を与えている．（第一節でW (µ) の構成の復習，第２節で
Ext1(Wn,Gm) に対する結果の復習，第３節で主定理の紹介を行っている．）
1.3. λ が冪零元である時，H20 (Wn,G(µ)) ∼→ Ext1(Wn,G(µ)) であり，Ext1(Wn,G(µ)) の記述は，
H20 (Wn,G(µ)) の記述により完全に得られる．
定理. A を Z(p) 代数とし，µ を A の元とする. この時，対応 a → E(µ)p,n(a;T ) は群の同型
ξ0n : Ker[F (µ)
n
: Ŵ (µ)(A)→ Ŵ (µ)(A)] ∼→ HomA−gr(Wn,A,G(µ)A )
を与える．また，対応 a → F (µ)p,n (a;X ,Y ) は群の同型
ξ1n : Coker[F (µ)
n
: Ŵ (µ)(A)→ Ŵ (µ)(A)] ∼→ H20 (Wn,A,G(µ)A )
を与える．ここで，F (µ) は Ŵ (µ)(A) における Frobenius自己準同型写像, そして
E(M)p,n (U ;T ) ∈ Z(p)[M ][U ][[T0, T1, . . . , Tn−1]],
F (M)p,n (U ;X ,Y ) ∈ Z(p)[M ][U ][[X0,X1, . . . ,Xn−1, Y0, Y1, . . . , Yn−1]]
は，Artin-Hasse exponential seriesに由来する形式的冪級数であり，Ext1(Wn,Gm) の記述の際に関
口-諏訪により構成された形式的冪級数を変形したものである．
1.4. 一般に，λ が冪零元でない時には, Ext1(Wn,G(µ)) を完全に記述する事は難しいが，特に, 離散
付値環上の場合，H20 (Wn,G(µ)) = 0 となり，先の定理とは異なる方法により記述が可能になる.（離
散付値環上の場合の考察は，第５節で行っている．）
命題. A を離散付値環とし，m をその極大 idealとする. µ ∈ m とし，A0 = A/(µ) と置く時，対応
F (T ) → E(µ,F )n は群の同型
HomA0−gr(Wn,A0,Gm,A0)
∼→ Ext1A(Wn,A,G(µ)A )
を与える. ここで，F (T ) に対し，E(µ,F )n は具体的に与えられる.
さらに，HomA0−gr(Wn,A0,Gm,A0)の記述は Ext
1(Wn,Gm) の記述の際に関口-諏訪によって与え
られている．
2. Counting Points of the Curve y2 = x12 + a over a Finite Field
2.1. Disquisiones Arithmeticaeの 358章において，Gaussは円分周期と呼ばれるある和を考察し, そ
の過程において，p ≡ 1 mod 3 を満たす素数 p に対して，合同式 x3 − y3 ≡ 1 mod p の解の個数の
公式を与えている．
この研究を受けて，JacobiはGaussへの手紙の中で Jacobi和
J(χ, η) =
∑
α∈Fp
χ(α)η(1 − α)
を導入した．ここで，χ と η は有限体 Fp の乗法的指標である．
Jacobi和に関する研究は，多くの数学者によってなされてきたが，特に興味深い結果として，Stick-
elbergerによる，Jacobi和の円分体の整数環における素 ideal分解，そして，本論文のPart IIで最も
重要となるDavenport-Hasseによる次のような結果がある．
Davenport-Hasseの定理. p を 素数，m,n を正整数とする．q を q ≡ 1 mod m，q ≡ 1 mod n
を満たす p の冪とし，C を axm + byn = c によって定義される有限体 Fq 上の非特異射影曲線とす
る．χ, η を，それぞれ位数が m, n の Fq 上の乗法的指標とする時，次が成り立つ：
#C(Fq) = q + 1 +
∑
0<i<m
0<j<n
χiηj =ε
χi(
c
a
)ηj(
c
b
)J(χi, ηj)．
このように Jacobi和は非常に重要な対象であるが，その具体的記述に関しては，例えば，Berndt-
Evans-Williamsらによる著書「Gauss and Jacobi sums」の中で，位数が 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 16, 20, 24
の指標に対する Jacobi和が，代数的に決定されている．
それに対して，近年，諏訪は，代数曲線との関係を重要視する事により Jacobi和を決定する方法
を提示し，組織的に研究を行っている．
その一連の研究の一つとして，Part IIでは，η を位数 2, χ を位数 6, 12 の乗法的指標とする時，
Jacobi和 J(χ, η) を決定している．この方法における鍵は，Stickelbergerの定理により Jacobi和の候
補を単数倍を除いて絞る事，それから，下記のような代数曲線の被覆にDavenport-Hasseの定理を適用
し，完全に Jacobi和を決定する為の合同式を得る事にある．（Stickelbergerの定理とDavenport-Hasse
の定理は第１節で復習している．χ の位数が 6 の場合は第２節で、位数が 12 の場合は，第３節と４
節で扱っている．）
Y : y2 = x12 + a
E˜ : y2 = x4 + a
X : y2 = x6 + a
Q : y2 = x2 + a
X˜ : y2 = x7 + ax
E : y2 = x3 + a
また，この結果の系として，y2 = x6 + a, y2 = x12 + a そして y2 = x(x6 + a) によって定義され
る有限体の上の非特異射影曲線の有理点の個数の公式を得ている．（y2 = x(x6 + a)については第５節
で扱っている．）
2.2. ここでは，p を p ≡ 1 mod 12 を満たす素数，χ を位数 12 の指標とする場合に，J(χ, χ6) の決
定方法を紹介する．p ≡ 1 mod 12 より 次を満たすような整数の組 (A,B)と (C,D) がそれぞれ唯
一組づつ存在する：
A2 + 3B2 = p, A ≡ 1 mod 3, B > 0, C2 + D2 = p, C ≡ 1 mod 4, D > 0.
π = A + B
√−3，ρ = C + D√−1 とおき，χ を α →
( α
π, ρ
)
12
によって定義される Fp 上の位数 12
の指標とする. 定義より J(χ, χ6) ∈ Z[eπi/6]であるが，Stickelbergerの定理より，
J(χ, χ6) = {±ρ,±eπi/6ρ,±eπi/3ρ,±eπi/2ρ,±e2πi/3ρ,±e5πi/6ρ}
が分かる．さらに，２重被覆 Y → X にDavenport-Hasseの定理を適用し，考察する事により，
TrQ(ζ)/Q
(
χ(−1)J(χ, χ6))+TrQ(√−1)/Q(χ3(−1)J(χ3, χ6)) ≡ −6 mod 24
を得る．J(χ3, χ6)に対する知られた結果と，このような合同式を幾度か考える事で, 完全に Jacobi
和を決定できる．
定理. 上記の記号の下で次が成立する：
χ(−1)J(χ, χ6) =
{
−ρ if C ≡ 0 mod 3,
ρ if C ≡ 0 mod 3.
